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Thus, the issues of ensuring a high level of reliability of the railway track and 
long-term stability of its foundation are relevant. The article discusses the issues of 
calculating the stability and strength of the roadbed.

Keywords: railway transport, railway track, roadbed, increased loads, load 
capacity, stability, strength.
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РЕАКЦИЯ УПРУГОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА НА ДВИЖУЩУЮСЯ  
ПО ПОВЕРХНОСТИ ПОЛОСТИ ПЕРИОДИЧЕСКУЮ НАГРУЗКУ

Исследуется модельная для тоннеля мелкого заложения задача о действии 
на упругое полупространство периодической нагрузки, равномерно движущейся 
по поверхности круговой цилиндрической полости с различными дозвуковыми 
скоростями. Движение полупространства описывается динамическими 
уравнениями теории упругости в подвижной системе координат, для решения 
которых предложен метод неполного разделения переменных. Показано, 
что во избежание обрушения кровли тоннеля мелкого заложения, а также 
воздействия поверхностных Рэлеевских волн на наземные строительные 
сооружения и возможности возникновения в последних резонансных колебаний, 
скоростной режим транспортируемых по тоннелю объектов должен быть 
ниже Рэлеевской скорости.

Ключевые слова: упругое полупространство, реакция упругого 
полупространства, цилиндрическая полость, периодическая нагрузка, 
напряженно-деформированное состояние, Рэлеевские волны, тоннель мелкого 
заложения, модельная задача.

ВВЕДЕНИЕ
Одна из основных проблем проектирования транспортных тоннелей – 

определение безопасного диапазона скоростей движущихся объектов, при 
котором возникающая вследствие этого движения вибрация окружающего 
тоннель породного массива не оказывала бы неблагоприятного воздействия на 
само подземное сооружение и расположенные вблизи наземные сооружения. 
Модельными для таких исследований являются задачи для упругого 
полупространства, ослабленного полостью [1–6].
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МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Методы математического моделирования с привлечением моделей механики 

деформируемого твёрдого тела.

РЕзуЛьТАТЫ И ОбсужДЕНИЕ
Данная статья рассмотрена, одобрена и рекомендована к изданию на заседании 

кафедры «Архитектура и дизайн» НАО «Торайгыров университет».
Рассмотрим бесконечно длинную круговую цилиндрическую полость 

радиусом R, расположенную в линейно-упругом, однородном и изотропном 
полупространстве, отнесённому к подвижной декартовой  или 
цилиндрической системе координат  (рисунок 1). В декартовой 
системе координат ось z совпадает с осью полости, параллельной свободной от 
нагрузок плоской границе полупространства, а ось x перпендикулярна к этой 
границе ( hx ≤ ). 

Рисунок 1 – Полость в упругом полупространстве

Пусть на поверхность полости действует движущаяся с постоянной скоростью 
с, меньшей, чем скорость распространения волн сдвига в среде (дозвуковой 
случай), в направлении оси z нагрузка интенсивностью ),( ηθP , периодичная по 
h и представима в виде синусоидальной нагрузки с произвольной зависимостью 
от угловой координаты

           (1)

 
где ),( ηθjP  – составляющие интенсивности подвижной нагрузки ),( ηθP .

Граничные условия на поверхности полости, при этом, имеют вид
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                  (2)

где  – компоненты тензора напряжений в среде.

Так как граница полупространства свободна от нагрузок, то, при hx =

         (3)

Определим реакцию полупространства на данную подвижную нагрузку.
Для этого воспользуемся уравнениями движения упругой среды в подвижной 

системе координат [1, 2]

   .   (4)

здесь u – вектор смещения упругой среды, Mp = c/cp, Ms = c/cs – числа Маха, 
( ) ρµ+λ= 2pc , ρµ=sc  – скорости распространения волн расширения-сжатия 

и сдвига в среде, λ = 2μν/(1–2n), μ – модуль сдвига, ν – коэффициент Пуассона, 
ρ – плотность,  – оператор Лапласа.

Вектор u можно выразить через потенциалы Ламе [7, 8]

      (5)

которые, как следует из (4) и (5), удовлетворяют уравнениям

   3,2,1,2222 =η∂ϕ∂=ϕ∇ jM jjj ,    (6)

где М1 = Мp, М2 = М3 = Мs.

В установившемся состоянии зависимость всех величин от h имеет вид (1), 
поэтому . Подставляя последнее выражение в (6), получим

        3,2,1,0222
2 ==Φξ−Φ∇ jm jjj ,    (7)

где 2
2∇  – двумерный оператор Лапласа, 2/12 )1( jj Mm −= . 

Выразив компоненты напряжённо-деформированного состояния (НДс) 
среды через потенциалы Ламе можно получить выражения для перемещений lu  
и напряжений σlm от синусоидальной нагрузки в декартовой (l = x, y, η, m = x, y, η) 
и цилиндрической (l = r, θ, η, m = r, θ, η) системах координат как функции от jΦ .
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В дозвуковом случае Ms < 1 (m2 = m3 > 0) и решения уравнений (7) можно 
представить через суперпозиции поверхностных цилиндрических )1(

jΦ  и плоских 
)2(

jΦ  волн [1, 2]

          )2()1(
jjj Φ+Φ=Φ ,     (8)

    ( )∑
∞

−∞=

θ=Φ
n

in
jnnjj erkKa)1( ,    (9)

                 (10)

здесь Kn(kjr) – функции Макдональда, ξ= jj mk ; ( )ζξ,jg , anj – неизвестные 
функции и коэффициенты, подлежащие определению. 

Выбор контура L связан с особенностями функций 
слагаемые рядов Фурье-бесселя в (9) – частные решения уравнений (7) – 

описывают излучаемые цилиндрической полостью и затухающие на бесконечности 
(r → ∞) волны, если

                  (11)

При действительных  и условия (11) выполнены.
Подынтегральные функции в (10), также удовлетворяющие уравнениям (7), 

описывают плоские гармонические волны, отражённые границей полупространства 
и затухающие при x → – ∞, если

               (12)

условия на радикалы (12) – это условия излучения для отражённых от границы 
полупространства волн. Первое из них даёт затухание решений на бесконечности. 
Второе условие, в соответствии с физическими представлениями, показывает, что 
отражённые волны движутся от границы полупространства. Поэтому контур L 
в комплексной плоскости  следует выбрать таким образом, чтобы на 
нём выполнялись условия (12).

Допустим, что  то есть совпадает с действительной осью 
Тогда

              (13)
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В этом случае условия (12) выполнены, если фиксировать положительный 
знак радикала.

Пусть коэффициенты anj известны (что соответствует задаче об излучателе, 
движущемся вдоль оси z, потенциал которого задан в виде (9)). Выразим 
gj(x,z) через anj. Для этого разложим (9) на плоские волны. Воспользуемся 
представлением [1] для Mj < 1.

                   (14)

Подставляя (14) в (8), представим потенциалы в декартовой системе координат

                      (15)

где 

Воспользуемся граничными условиями (3), с учётом (15). Выделяя 
коэффициенты при  и приравнивая, в силу произвольности y, их нулю, 
получим систему трёх уравнений, из которой определяем 

                    (16)

здесь 
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заметим, что  – определитель Рэлея, который обращается в ноль 
при , или в двух точках , где MR = c/cR – число 
Маха, cR – скорость поверхностной волны Рэлея, которую условимся называть 
рэлеевской скоростью. Из последнего следует, что  не обращается в ноль на 
действительной оси, если MR < 1, или с < cR, то есть при дорэлеевских скоростях 
движения нагрузки. В этом случае в качестве контура интегрирования L в (10) 
можно сохранить ось , так как все подынтегральные функции непрерывны 
и достаточно быстро стремятся к нулю на бесконечности, что можно показать, 
используя свойство ограниченности носителя бегущей граничной нагрузки. 
Поэтому интегралы (13) существуют и удовлетворяют условиям затухания на 
бесконечности. То есть решение в этом случае построено. следует отметить, что 
Рэлеевская скорость cR несколько ниже скорости волн сдвига в среде [9].

На рисунке 2 изображены графики c(ζ), соответствующие уравнению 
D*(r*) = 0 для разных значений ξ (ξ = 0,3; 0,5; 1,0; 2,0; 4,0; 16,0). Расчёты проведены 
для алевролита: ν = 0,2, μ = 2,532×109 Па, ρ = 2,5×103 кг/м3, cp = 1643,4 м/с, 
cs = 1006,4 м/с, cR = 917 м/с. 

Обозначения кривых: ξ=0,3  (1); ξ=0,5  (2); ξ=1,0  (3); ξ=2,0  (4); ξ=4,0  (5); 
ξ=16,0  (6).
Рисунок 2 – графики c(ζ), соответствующие уравнению  = 0 для разных 

значений ξ (ξ = 0,3; 0,5; 1,0; 2,0; 4,0; 16,0)
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Из рисунка видно, что все кривые имеют одинаковый минимум c = cR = 917 м/с 
при  = 0 и любых . Причём, с возрастанием ξ кривые стремятся занять 
положение прямой c = cR, то есть при     для любых  если с = cR. 
Действительно, корень уравнения   в пределе при  
равен cR.

При сверхрэлеевских скоростях движения нагрузки cR < c < cs (MR > 1) для 
фиксированных значений c и ξ  в точках  действительной оси 
где подынтегральные функции в (10) имеют полюса первого порядка, то есть 
неинтегрируемые особенности. Поэтому интегралы (10) не существуют в обычном 
смысле. Однако, деформируя контур интегрирования L с обходом особенностей в 
точках  по e-полуокружностям в областях, где выполняются условия излучения 
(12) и устремляя ε к нулю, можно получить решение и в этом случае:

здесь в формуле во второй строке стоят вычеты подынтегральных функций в 
указанных точках,  Используя асимптотические свойства интеграла 
в смысле главного значения, из этой формулы следует, что при 

.

с учетом множителя  отсюда следует, что при сверхрэлеевских 
скоростях движения нагрузки на свободной поверхности полупространства x = h 
возникают рэлеевские волны, распространяющиеся в полуплоскости ( )η> ,0y  
в направлении волнового вектора ( )ξζ ,R , а в полуплоскости ( )η< ,0y  – в 
направлении ( )ξζ− ,R . 

При c = cR подынтегральные функции в (10) имеют сильные, неинтегрируемые 
даже в смысле главного значения особенности. стационарного решения задачи 
в этом случае не существует (амплитуды вынужденных волн неограниченно 
возрастают). 

Для дорэлеевской скорости движения нагрузки выражения (15), с учетом (16), 
перепишутся в виде

                   (17)
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с учетом (17) формулы для вычислений компонент напряженно-
деформированного состояния полупространства в декартовых координатах можно 
представить в виде

           (18)

здесь: ,,, η= yxl  η= ,, yxm ;

Представим Фj (8) в цилиндрической системе координат при с < cR. 
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Используя идею аналитического продолжения из разложения [10] 

, можно найти представление для поверхностной волны [1]

Тогда в цилиндрической системе координат для x < h получим 

Подставляя в последнее выражение из (16)  находим

               (19)

где 

с учетом (19) формулы для вычислений компонент НДс полупространства 
в цилиндрических координатах можно представить в виде

           (20)

здесь ηθ=ηθ= ,,,,, rmrl ;
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 получаются из  заменой ( )rkK jn  на ( )rkI jn .
Для определения коэффициентов anj воспользуемся граничными условиями 

(2), с учётом (1), (20). Приравнивая коэффициенты рядов Фурье при einq, получим 
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бесконечную систему линейных алгебраических уравнений с определителем 
нормального типа

             (21)

  ηθ= ,,rm ; ,...2,1,0 ±±=n
При численной реализации задачи, для решения системы уравнений 

(21) удобно пользоваться методом последовательных отражений. Для этого 

представим Фj в виде ( )∑
∞

=

Φ=Φ
0k

k
jj , где  (k = 0, 1, 2…)  

 

назовём потенциалами волн, излучаемых полостью, а   
 
(k = 0, 1, 2…) – потенциалами волн, отражённых границей полупространства.

с учётом этого граничные условия (21) можно представить в виде 
бесконечной системы уравнений блочно-диагонального типа с матрицами 
(3´3) вдоль главной диагонали

         (22)

ηθ= ,,rm ; ,...2,1,0 ±±=n

Коэффициенты  определяются соотношением  

Окончательно, получим: 
Проведенные в [1] исследования определителя системы уравнений (22) 

показали, что при дорэлеевских скоростях движения нагрузки (c < cR) он 
не обращается в ноль для любых  (в этом случае система (22) имеет 
единственное решение). Корни определителя появляются лишь при c ≥ cR (в этом 
случае происходят резонансные явления).

В случае произвольной периодической по h нагрузки, разлагая ее в ряд Фурье, 
для каждой составляющей ряда получим вышерассмотренную задачу.

ВЫВОДЫ
Поскольку рассматриваемая задача является модельной для тоннеля мелкого 

заложения, то из вышеизложенного следует, что во избежание обрушения его 
кровли, а также воздействия поверхностных Рэлеевских волн на наземные 
строительные сооружения и возможности возникновения в последних резонансных 
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колебаний, скоростной режим транспортируемых по тоннелю объектов должен 
быть ниже Рэлеевской скорости cR. 
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СЕРПІМДІ ЖАРТЫЛАЙ КЕҢІСТІКТІҢ ҚУЫСТЫҢ БЕТІ БОЙЫМЕН 
ҚОЗҒАЛАТЫН МЕРЗІМДІ ЖҮКТЕМЕГЕ РЕАКЦИЯСЫ

Әр түрлі дыбысқа дейінгі жылдамдықтары бар дөңгелек цилиндрлік 
қуыстың бетінде біркелкі қозғалатын мерзімді жүктеменің серпімді 
жартылай кеңістігіне әсер ету туралы кішігірім туннель үшін модельдік есеп 
зерттеледі. Жартылай кеңістіктің қозғалысы жылжымалы координаталар 
жүйесіндегі серпімділік теориясының динамикалық теңдеулерімен 
сипатталады, оларды шешу үшін айнымалыларды толық емес бөлу әдісі 
ұсынылады. Туннельдің шатырының құлауын, сондай-ақ беткі қабаттың 
әсерін болдырмау көрсетілген. Жердегі құрылыс ғимартаттарына Рэлеев 
толқындарының жылдамдығы және соңғы резонанстық тербелістердің 
пайда болу мүмкіндігі, туннель арқылы тасымалданатын объектілердің 
жылдамдық режимі Рэлеев жылдамдығынан төмен болуы керек. 
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ELASTIC SEMISPACE REACTION ON PERIODIC LOAD  
MOVING OVER INNER SURFACE OF CAVITY

The study in question is the model problem for shallow tunnels that investigates 
the influence on elastic half-space of periodic load moving uniformly along the surface 
of a circular cylindrical cavity with various subsonic velocities. The motion of the half 
space is described in the form of dynamic equations of the theory of elasticity in the 
moving coordinate system. To solve the equations we used the method of incomplete 
variables separation. It is shown that in order to avoid the collapse of the tunnel roof, 
the influence of surface Rayleigh waves on ground building structures and eventual 
formation in them of resonance oscillations, the speed rate for objects transported 
along the tunnel should be below the Rayleigh velocity.

Keywords: Elastic half-space, elastic half-space reaction, cylindrical cavity, 
periodic load, stress-strain state, Rayleigh waves, shallow tunnel, model problem.
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